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ABSTRACT 

In this paper, we study and analyze two important polynomials in graph 

theory, namely the domination polynomial 𝐷(𝐺, 𝑥) and the independent 

domination polynomial  𝐷𝑖(𝐺, 𝑥). We first show that for any simple 

graph G and any integer i, the corresponding coefficient in the 

independent domination polynomial is always less than or equal to that in 

the domination polynomial; that is, 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) ≤ 𝑑(𝐺, 𝑖). A necessary and 

sufficient condition for the equality  𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) = 𝑑(𝐺, 𝑖) is also provided, 

according to which equality holds if and only if every ii-element 

dominating set of the graph is independent. Subsequently, the behavior of 

the coefficients of these two polynomials and their differences is 

thoroughly analyzed for classical families of graphs, including paths, 

cycles, complete graphs, and stars. The obtained results indicate that the 

independence constraint plays a fundamental role in reducing the number 

of dominating sets, and the difference between the coefficients of the two 

polynomials is highly dependent on the structure of the graph. This study 

provides an analytical framework for comparing domination polynomials 

and their generalizations based on structural constraints. 
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 چکیده

گر ای احاطهی گراف، یعنی چندجملهی مهم در نظریهای دو چندجملهدر این مقاله، مقایسه

𝐷(𝐺, 𝑥) گر مستقل ای احاطهو چندجمله𝐷𝑖(𝐺, 𝑥)شود. نخست نشان داده ، بررسی و تحلیل می

گر ای احاطه، ضریب متناظر در چندجمله𝑖و هر عدد صحیح  𝐺ی شود که برای هر گراف سادهمی

,𝑖𝑑(𝐺گر است؛ یعنی ای احاطهیب متناظر در چندجملهمستقل همواره کوچکتر یا مساوی ضر 𝑖) ≤

𝑑(𝐺, 𝑖) شرط لازم و کافی برای برقراری تساوی .𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) = 𝑑(𝐺, 𝑖) شود که نیز ارائه می

عضوی گراف، مستقل -𝑖گر ی احاطهبراساس آن، این تساوی دقیقاً زمانی برقرار است که هر مجموعه

ها از های کلاسیک گرافها برای ردهای و اختلاف آنایب این دو چندجملهباشد. در ادامه، رفتار ضر 

دهد که می آمده نشاندستشود. نتایج بهطور دقیق تحلیل میجمله گراف مسیر، دور، کامل و ستاره به

گر دارد و اختلاف ضرایب دو های احاطهقید استقلال نقش اساسی در کاهش تعداد مجموعه

ی ت به ساختار گراف وابسته است. این مطالعه چارچوبی تحلیلی برای مقایسهشدای بهچندجمله

 دهد.های مبتنی بر قیدهای ساختاری ارائه میگر و تعمیمهای احاطهایچندجمله

ه مجموع،گر مستقلی احاطهچندجمله،گری احاطهچندجمله،ایتحلیل مقایسهکلمات کلیدی: 

   .ی گرافنظریه گر مستقل،گر، مجموعه احاطهاحاطه

 

 

  مقدمه .1

ِ العَالمَِ  الَْحَمْد   لاةَ  وَالسَّلَام  عَل نَ یللهِ رَب  رْسَلِ یسَ  یوَالصَّ  .نَ یالَِهِ وَصَحْبِهِ اجَْمَعِ  یوَعَلَ  نَ یدِالْم 

یکی از موضوعات بنیادی در نظریهٔ گراف است و نقش مهمی در  گرهای احاطهمجموعهمطالعهٔ 

 گر روشی مؤثر برای کنترل، پوشش یا نظارتکند. مجموعهٔ احاطهایفا میریاضیات نظری و کاربردی 

سازد. این مفهوم ها فراهم میای از رأسهای یک گراف از طریق انتخاب زیرمجموعهبر تمامی رأس

تسهیلات،  یابیهای مخابراتی، مسائل مکانهایی مانند شبکهبه دلیل کاربردهای گستردهٔ آن در حوزه

یک  (G) فرض کنید .طور وسیع مورد مطالعه قرار گرفته استسازی، بهع و نظریهٔ بهینهتخصیص مناب

⊃ S باشد. زیرمجموعهٔ  V(G) هایگراف ساده با مجموعهٔ رأس V(G)  گراحاطه مجموعهٔ را 

v نامند، هرگاه هر رأسمی ∈  V(G) یا عضو (S) کم یک رأس ازباشد و یا به دست (S)  .مجاور باشد

 γ(G) نامند و آن را با نمادمی (G) گراف گریاحاطه عددای را اد اعضای چنین مجموعهکمترین تعد
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زیرا  ای دشوار است،گر کمینه از دیدگاه محاسباتی مسئلهدهند. تعیین یک مجموعهٔ احاطهنشان می

 اتیهای نظری و محاسبکامل قرار دارد. این موضوع اهمیت توسعهٔ روش-NP این مسئله در ردهٔ مسائل

 .(1404سازد )مهربان، کارآمد را برای مطالعهٔ آن آشکار می

ای را به خود های اخیر، رویکردهای جبری در مطالعهٔ ناورداهای گرافی توجه قابل ملاحظهدر سال

که نخستین بار توسط علیخانی و پنگ  گراحاطه ایچندجملهاند. در میان این رویکردها، جلب کرده

 گر باهای احاطهکند که تعداد مجموعهعنوان یک تابع مولد عمل میشد، بهمعرفی  200۸در سال 

ای اطلاعات ترکیبیاتی نماید. این چندجملههای مختلف را در یک گراف کدگذاری میاندازه

های مختلف گراف مورد بررسی واقع شده است. دهد و برای ردهارزشمندی را در اختیار قرار می

ان ویژه در قابلیت اطمینهای ساختاری جالب و کاربردهای متعددی را، بهژگیشده ویمطالعات انجام

 .اندسازی ترکیبیاتی، آشکار ساختهها و بهینهشبکه

نیز مطرح شده است. مجموعهٔ  مستقل گراحاطه هایمجموعهگر، مفهوم های احاطهعلاوه بر مجموعه

 .یچ دو رأسی با یکدیگر مجاور نباشندگر است که در آن های احاطهگر مستقل، مجموعهاحاطه

ش کند، بینها شمارش میها را بر حسب اندازهٔ آنکه تعداد این مجموعه مستقل گراحاطه ایچندجمله

که با وجود آن .آوردها فراهم میگری و استقلال در گرافتری نسبت به ارتباط میان مفاهیم احاطهعمیق

صورت جداگانه در ادبیات پژوهشی گر مستقل هر یک بهاحاطهای گر و چندجملهای احاطهچندجمله

ازهٔ کافی ای تاکنون به اندمند میان این دو چندجملهای و نظاماند، تحلیل مقایسهمورد مطالعه قرار گرفته

 .ددهحاضر را تشکیل می تحقیقانگیزهٔ اصلی انجام  تحقیقیبررسی نشده است. این خلأ 

 مستقل گراحاطه ایچندجملهو  گراحاطه ایچندجملهسی و مقایسهٔ هدف اصلی این مقاله، برر 

طور خاص، این پژوهش در پی آن ها است. بهها و مطالعهٔ روابط جبری و ترکیبیاتی میان آنگراف

دهند، ای رفتار مشابهی از خود نشان میها این دو چندجملهاست که شرایطی را تعیین کند که در آن

ای وجود دارد های قابل توجهی میان این دو چندجملهها تفاوتها را که در آنهایی از گرافرده

ه ها چه اطلاعاتی دربارهٔ ساختارهای زیربنایی گراف ارائشناسایی نماید، و تفسیر کند که این تفاوت

 ها کمکگری و استقلال در گرافتر ارتباط میان احاطهتواند به درک عمیقکنند. این مطالعه میمی

 .های گرافی فراهم سازدایای برای تحقیقات آینده در حوزهٔ چندجملهکرده و زمینه

 

  هاگر مستقل گرافگر و احاطهای احاطه.چندجمله 2

 مفاهیم پایه و نمادگذاری 2.1 

منظور از یک گراف در این مقاله، گراف ساده )بدون طوقه و یال چندگانه( و متناهی است که آن را  

𝐺با  = (𝑉, 𝐸)  دهیم. نشان می𝑉  مجموعه رئوس و𝐸 ها مجموعه ضلع ها آن است. همچنین یال

|𝑉|شوند. اگر بدون جهت فرض می = 𝑛 آنگاه گوییم گراف ،𝐺  از مرتبه𝑛  ،(.1404است) مهربان 
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مجاور  𝐺در گراف  𝑣و  𝑢دو رأس دلخواه از آن هستند. دو رأس  𝑣و  𝑢یک گراف،  𝐺فرض کنیم    

، 𝑣دهیم. همسایگی باز رأس نشان می 𝑢𝑣ها را با تند، هرگاه دو سر یک یال باشند. یال بین آنهس

𝑁(𝑣)  رئوسی از𝐺  است که با𝑣  مجاور است، به عبارت دیگر𝑁(𝑣) = {𝑢 ∈ 𝑉(𝐺)  |  𝑢𝑣 ∈

𝐸(𝐺)}  و درجه رأس𝑣  را با𝑑(𝑣)  نشان داده و برابر با|𝑁(𝑣)| از همسایگی  است. همچنین منظور

𝑁(𝑣)، مجموعه 𝑣بسته رأس  ∪ {𝑣}  است که آن را با𝑁[𝑣] دهیم. برای یک مجموعه نشان می

𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺) همسایگی باز ،𝑆 ،𝑁(𝑆) =∪𝑣∈𝑆 𝑁(𝑣)  و همسایگی بسته𝑆 ،𝑁[𝑆] =

𝑁(𝑆) ∪ 𝑆(.1404شود )مهربان، ، تعریف می 

𝑑(𝑣)را رأس تنها گوییم، هرگاه  𝑣رأس     = نامند، هرگاه درجه همه منتظم می-𝑘را  𝐺گراف  .0

 باشد. 𝑘رئوس آن 

 𝐺دهنده کمترین درجه و بیشترین درجه در گراف به ترتیب نشان Δ(𝐺)و  𝛿(𝐺)در این مقاله،  

های رأسی، گراف چندبخشی کامل با بخش 𝑛رأسی، گراف کامل  𝑛های مسیر هستند. همچنین گراف

𝑟𝑘, … , 𝑟2, 𝑟1  رأسی و گراف تهی𝑛  مکمل گراف کامل( رأسی𝑛 را به )ترتیب با نمادهای رأسی𝑃𝑛, 

𝐶𝑛, 𝐾𝑛, 𝐾𝑟1,𝑟2,…,𝑟𝑘 دهیم.نشان می 

 𝑢( دارد اگر )آ( 𝑆یک همسایه خصوصی )نسبت به  𝐺از رئوس گراف  𝑆در مجموعه  𝑢یک رأس   

𝑣شته باشد یا )ب( رأسی به نام ندا 𝑆ای در هیچ همسایه ∈ 𝑉\𝑆  وجود داشته باشد که همسایه𝑢 

 نباشد. 𝑆باشد اما همسایه هیچ رأس دیگری در 

𝐺نویسیم گوئیم )میرا ایزومورفیزم می 𝐻و  𝐺دو گراف      ≅ 𝐻یک مانند به(، هرگاه یک تناظر یک

𝑓  بین رئوس𝐺  و𝐻 طوری که وجود داشته باشد، به𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)  اگر و فقط اگر𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈

𝐸(𝐻). 

شود. مجموعه تمام نگارد، اتومورفیزم نامیده مییک یکریختی که گرافی را به خودش می  

دهد. این گروه که با همراه با عمل ترکیب توابع تشکیل یک گروه می 𝐺های گراف خودریختی

𝐴𝑢𝑡(𝐺)  راف های گشود را گروه خودریختینشان داده می𝐺 (1404)مهربان،  نامندمی. 

𝐺 ،𝑆زیر مجموعه رئوس گراف    ⊆ 𝑉(𝐺)  را یک مجموعه مستقل در𝐺  نامیم، هرگاه دو رأس

باهم مجاور نباشد. ماکزیمم اندازه  𝑆دیگر هیچ دو عضو عبارتنباشد. به 𝑆در  𝐺انتهای هیچ ضلعی از 

نامند. مجموعه تهی می 𝐺و آن را عدد استقلال  نشان داده 𝛼(𝐺)را با  𝐺مجموعه مستقل در گراف 

ای از یک مجموعه مستقل برای هر گراف است. مجموعه پوشش رأسی گراف، زیرمجموعه (∅)

های گراف است که برای هر ضلع گراف، حداقل یکی از دو رأس آن یال در این مجموعه قرار رأس

 .(1404)مهربان،  گوییمششی میدارد. کمترین تعداد رأس ممکن با این خاصیت را عدد پو 

 هاگر گرافای احاطهچند جمله 2.2
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شود. های خاص پرداخته میهای غالب برخی از گرافایدر این بخش، به معرفی و بررسی چندجمله 

گردد و برخی ها مطرح میهای مختلف محاسبه و تحلیل این مفاهیم در گرافهمچنین روش

 کنیم. شده بیان میهای ارائهر قالب قضیهای را دهای این چندجملهویژگی

ای است که به آن برابر یک چندجمله 𝐺های غالب گراف تابع مولد تعداد مجموعه  2.1تعریف 

,𝐷(𝐺ای غالب گویند. به عبارت دیگر، چندجملهای غالب میچندجمله 𝑥) گراف ,𝐺  به صورت 

 𝐷(𝐺, 𝑥) = ∑
|𝑉(𝐺)|
𝑖=𝛾(𝐺) 𝑑(𝐺, 𝑖)𝑥

𝑖 

 (. 1404است) مهربان و علیخانی،  𝐺عدد غالب گراف  𝛾(𝐺)شود که در آن تعریف می

 

 های غالب، برای گراف کامل و ستاره داریم:ایعنوان مثال، با توجه به تعریف چندجملهبه

,𝐷(𝐾𝑛الف(  𝑥) = (1 + 𝑥)
𝑛 − 1. 

,𝐷(𝐾1,𝑛ب(  𝑥) = 𝑥
𝑛 + 𝑥(1 + 𝑥)𝑛. 

ایایی را بررسی و قض دوستانه و تعمیم یافته انهام چند جمله ای احاطه گر گراف های حال می خواهی 

نشان داده و  𝐹𝑛را با سمبول  آسیاب بادی هلندیا  دوستانهمرتبط به آن را اثبات می نمایم. گراف 

اخته به طول سه با یک رأس مشترک س 𝐶3نسخه از گراف دور  𝑛گرافی است که از به هم پیوستن 

هایی با این خاصیت که هردو رأس دقیقا یک همسایه کند گرافمیشود. قضیه دوستانه در بیان می

های دوستانه را نشان های از گرافنمونه 2های دوستانه هستند. شکل مشترک داشته باشند، گراف

 دهد. می

 𝐹𝑛و  𝐹2, 𝐹3, 𝐹4های دوستانه : از چپ، گراف2شکل

    

𝑛برای هر    2.2قضیه  ∈ 𝑁 ، 

 𝐷(𝐹𝑛 , 𝑥) = (2𝑥 + 𝑥
2)𝑛 + 𝑥(1 + 𝑥)2𝑛. 

 

𝐹𝑛دانیم که گراف چون می .اثبات   = 𝐾1 ∨ 𝑛𝐾2 های از الحاق گراف𝐾1  و𝑛𝐾2 شود حاصل می

,𝐷(𝐾1و این که  𝑥) = 𝑥  و𝐷(𝐾2, 𝑥) = 𝑥
2 + 𝑥  :داریم 

 

𝐷(𝐹𝑛, 𝑥) = 𝐷(𝐾1 ∨ 𝑛𝐾2, 𝑥)

= (1 + 𝑥 − 1)1((1 + 𝑥)2𝑛 − 1) + 𝑥 + (2𝑥 + 𝑥2)𝑛

= (2𝑥 + 𝑥2)𝑛 + 𝑥(1 + 𝑥)2𝑛.
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 هاگر مستقل گرافای احاطهچند جمله 3.2

یر صورت زای غالب مستقل گراف را نیز بهها، چندجملهای غالب گرافمشابه تعریف چندجمله   

 نمایم. تعریف می

,𝐷𝑖(𝐺را با  𝐺ای غالب مستقل گراف چندجمله  3.2تعریف  𝑥) صورت نشان داده و به 

 𝐷𝑖(𝐺, 𝑥) = ∑
𝛼(𝐺)
𝑘=𝛾𝑖(𝐺)

𝑑𝑖(𝐺, 𝑘)𝑥
𝑘 

,𝑑𝑖(𝐺و  𝐺عدد غالب مستقل  𝛾𝑖(𝐺)شود که در آن تعریف می 𝑘) های غالب تعداد مجموعه

,𝐷𝑖(𝐺است. بنابراین،  𝑘ردینال با کا 𝐺مستقل گراف  𝑥)  های غالب مستقل تابع مؤلد تعداد مجموعه

,𝐷𝑖(𝐺است. هر ریشه  𝑥) ای غالب مستقل گراف را ریشه چندجمله𝐺  گوییم. صفر ریشه تمام

 (. 1404است)علیخانی و سلطانی،  𝐺های غالب مستقل گراف ایچندجمله

 

های مرتبط با مسیر را شمارش نموده تقل مسیرها و برخی گرافای غالب مساکنون چندجمله

 داریم.و با قضیه زیر بیان می

 

𝑛برای هر   4.2قضیه  ≥ 4 ، 

 𝐷𝑖(𝑃𝑛, 𝑥) = 𝑥𝐷𝑖(𝑃𝑛−2, 𝑥) + 𝑥𝐷𝑖(𝑃𝑛−3, 𝑥) 

,𝐷𝑖(𝑃1که در آن  𝑥) = 𝑥 ،𝐷𝑖(𝑃2, 𝑥) = 2𝑥 ،𝐷𝑖(𝑃3, 𝑥) = 𝑥
2 + 𝑥 . 

 

شود و غالب مستقل باشد، آنگاه دومین رأس غالب می اگر اولین رأس مسیر در یک مجموعه .اثبات

,𝑥𝐷𝑖(𝑃𝑛−2تواند در مجموعه غالب مستقل باشد. این حالت توسط بنابراین نمی 𝑥)  شمارش خواهد

ل باید در مجموعه غالب مستق شد. اگر اولین رأس در مجموعه غالب مستقل نباشد، آنگاه دومین رأس

,𝑥𝐷𝑖(𝑃𝑛−3باشد. این حالت  𝑥) شود)مهربان و علیخانی، دهد و بنابراین قضیه اثبات میرا می

1404 .) 

 

𝑛برای دو عدد صحیح  ≥ 𝑚و  2 ≥ به صورت زیر تعریف می شود:  𝐵𝑛، گراف کتابی 4

𝑉(𝐵𝑛) = {𝑢1, 𝑢2} ∪ {𝑣𝑖 , 𝑤𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}  و𝐸(𝐵𝑛) = {𝑢1𝑢2} ∪
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{𝑢1𝑣𝑖 , 𝑢2𝑤𝑖, 𝑣𝑖𝑤𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} یافته گراف کتابی تعمیم𝐵𝑛,𝑚 های رأس و یال را با مجموعه

𝑉(𝐵𝑛,𝑚)گیریم: زیر در نظر می = {𝑢𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 2} ∪ {𝑣𝑖 , 𝑤𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}  و

𝐸(𝐵𝑛,𝑚) = {𝑢𝑖𝑢𝑖+1: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 3} ∪ {𝑢𝑚−2, 𝑤𝑗: 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} ∪

{𝑣𝑖𝑤𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}  های غالب مستقل را ببینید(. در اینجا، ما به بررسی مجموعه 3)شکل

این  های غالب مستقلیافته پرداخته و تعداد مجموعههای کتابی تعمیمهای کتابی و گرافگراف

 کنیم. ها را شمارش میگراف

 𝐵𝑛,𝑚و  𝐵𝑛,𝐵𝑛,5های به ترتیب گراف: 3شکل

   

 دهد. ای غالب مستقل گراف کتابی ارائه میزیر فرمولی برای چندجمله لم

𝑛، برای 𝐵𝑛ای غالب مستقل گراف کتاب چندجمله  5.2لم  ≥  ، به صورت زیر است. 2

 𝐷𝑖(𝐵𝑛, 𝑥) = (2
𝑛 − 2)𝑥𝑛 + 2𝑥𝑛+1. 

𝑛یا  𝑛کافی است نشان دهیم که هر مجموعه غالب مستقل در این گراف مرتبه  .اثبات + دارد، و  1

 اند.بار در عبارت بالا شمارش شدهها دقیقاً یکاین مجموعه

 شوند: های غالب مستقل با این دو حالت ایجاد میمجموعه

. توجه داشته {𝑤𝑖}موعه و حداقل یک رأس از مج {𝑣𝑖}انتخاب حداقل یک رأس از مجموعه •     

 دارند. 𝑛های غالب مستقل از این نوع، مرتبه باشید که مجموعه

طور متقارن )یا به 𝑤𝑖های (، و سپس انتخاب تمام رأس𝑢2طور متقارن )یا به 𝑢1انتخاب رأس •     

𝑛های غالب مستقل از این نوع، مرتبه (. مجموعه𝑣𝑖همه  +  دارند.  1

2𝑛)( با جمله iبخش ) − 2)𝑥𝑛 ( مطابقت دارد و بخشii با جمله )2𝑥𝑛+1  ،متناظر است. بنابراین

 شود.  نتیجه حاصل می

𝑛برای  𝐵𝑛,𝑚یافته ای غالب مستقل گراف کتابی تعمیمچندجمله  6.2قضیه   ≥ 2 ،𝑚 ≥ به  5

 صورت زیر است: 

 𝐷ـ𝑖(𝐵𝑛,𝑚, 𝑥) = (2𝑛 − 2)𝑥
𝑛𝐷𝑖(𝑃𝑚−4, 𝑥) + 2𝑥

𝑛+1𝐷𝑖(𝑃𝑚−5, 𝑥) +

(𝑥2 + 2𝑥𝑛+1)𝐷𝑖(𝑃𝑚−6, 𝑥). 
 

کافی است نشان دهیم که هر مجموعه غالب مستقل دقیقاً یک بار در عبارت بالا محاسبه شده  .اثبات 

 ای یکی از حالت های زیر را دارند.های غالب مستقل از هر اندازهاست. مجموعه

  

را انتخاب کنید، و سپس هر مجموعه غالب مستقلی از گراف  𝑤𝑖و حداقل یک  𝑣𝑖حداقل یک   .1    

,𝑢2〉القا شده  𝑢3, … , 𝑢𝑚−3〉 کدام از را انتخاب کنید. در این حالت، مجموعه غالب مستقل هیچ

 شود.را شامل نمی 𝑢𝑚−2و  𝑢1های رأس
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( را انتخاب کنید، سپس هر 𝑢𝑚−3و رأس  𝑣𝑖ی )یا به جای آن، همه 𝑢2س و رأ  𝑤𝑖ی .  همه2    

,𝑢4〉مجموعه غالب مستقلی از گراف القا شده  … , 𝑢𝑚−3〉  ،یا به جای آن(〈𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑚−5〉 )

ز ام اکدرا انتخاب کنید، در صورتی که خالی نباشد. در این حالت، مجموعه غالب مستقل هیچ

 شود.را شامل نمی 𝑢𝑚−2و  𝑢1های رأس

( را 𝑣𝑖ی )یا به جای آن، همه 𝑤𝑖ی ( را انتخاب کنید، سپس همه𝑢𝑚−2)یا رأس  𝑢1.  رأس 3    

,𝑢3〉انتخاب کنید، و سپس هر مجموعه غالب مستقلی از گراف القا شده  … , 𝑢𝑚−3〉  یا به جای(

,𝑢2〉آن،  𝑢3, … , 𝑢𝑚−4〉های( را انتخاب کنید. در این حالت، مجموعه غالب مستقل یکی از رأس 

𝑢1  یا𝑢𝑚−2 شود.را شامل می 

را انتخاب کنید و سپس هر مجموعه غالب مستقلی از گراف القا شده  𝑢𝑚−2و  𝑢1های .  رأس4    

〈𝑢3, 𝑢4, … , 𝑢𝑚−4〉 د. در این حالت، مجموعه غالب مستقل هر دو رأس را انتخاب کنی𝑢1  و

𝑢𝑚−2 شود. را شامل می 

2𝑛)( معادله عبارت 1قسمت )  − 2)𝑥𝑛𝐷𝑖(𝑃𝑚−4, 𝑥) ( معادله 2است، قسمت )

,2𝑥𝑛+1𝐷𝑖(𝑃𝑚−6عبارت  𝑥) ( معادله عبارت 3است، قسمت )2𝑥𝑛+1𝐷𝑖(𝑃𝑚−5, 𝑥)  است، و

,𝑥2𝐷𝑖(𝑃𝑚−6( معادله عبارت 4قسمت ) 𝑥)  ،(. 2022است)جهری و علیخانی 

 

𝑛برای    7.2قضیه  ≥  به صورت زیر است: 𝐹𝑛ای غالب مستقل گراف دوستی ، چندجمله2

 

 𝐷𝑖(𝐹𝑛, 𝑥) = 𝑥 + (2𝑥)
𝑛. 

 ای دجملهای میان چنگر مستقل نتایج مقایسهگر و احاطه. احاطه3

ها گر مستقل گرافگر و احاطهای احاطهای دو چندجملهدر این بخش، به بررسی و تحلیل مقایسه  

اند، قید گر مرتبطهای احاطهای به شمارش مجموعهکه هر دو چندجملهپردازیم. با وجود آنمی

 ی و شمارشیهای ساختار گر مستقل موجب ایجاد تفاوتای احاطهاستقلال در تعریف چندجمله

ه ها از طریق مقایسشود. هدف اصلی این بخش، تبیین این تفاوتمعناداری میان این دو مفهوم می

ها افهای مختلف گر ها بر روی ردهایضرایب، تعیین شرایط تساوی، و بررسی رفتار این چندجمله

 است.

رود گر است، انتظار میطور طبیعی یک مجموعه احاطهگر مستقل بهجا که هر مجموعه احاطهاز آن

صورت ای روابط نابرابری بنیادینی برقرار باشد. در ادامه، ابتدا این روابط بهمیان ضرایب دو چندجمله

ی هاها در قالب قضایا و مثالشوند و سپس پیامدهای آنهای دلخواه بررسی میکلی برای گراف

 گردد. مشخص ارائه می

 مقایسه ضرایب 3.1
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ای گر و چندجملهای احاطهبرقراری یک نابرابری بنیادی میان ضرایب چندجملهی زیر، در قضیه

گر است را نشان می های احاطهی ممکن مجموعهگر مستقل برای هر گراف ساده و هر اندازهاحاطه

 دهیم.

 ، داریم 𝑖و هر عدد صحیح  𝐺برای هر گراف ساده   3.1.1قضیه 

 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) ≤ 𝑑(𝐺, 𝑖). 
 

𝐷ض کنید فر  اثبات. ∈ ℐ𝒟(𝐺, 𝑖) گر مستقل یک مجموعه احاطه𝑖- عضوی از گراف𝐺  باشد. بر

𝑣که برای هر رأس دارای دو ویژگی اساسی است: نخست آن 𝐷اساس تعریف،  ∈ 𝑉(𝐺)\𝐷 رأسی ،

𝑢مانند  ∈ 𝐷 که طوریوجود دارد به𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)که هیچ دو رأس متمایز ، و دوم آن𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷 

کند و گری را ارضا میطور خاص شرط احاطهبه 𝐷ر نیستند. در نتیجه، مجموعه با یکدیگر مجاو 

𝐷بنابراین  ∈ 𝒟(𝐺, 𝑖). 

,ℐ𝒟(𝐺جا که هر عنصر دلخواه از از آن 𝑖)  عضوی از𝒟(𝐺, 𝑖)  است، داریم 

 ℐ𝒟(𝐺, 𝑖) ⊆ 𝒟(𝐺, 𝑖). 
 م که گیریها، نتیجه میبا در نظر گرفتن کاردینال این دو خانواده از مجموعه

 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) = |ℐ𝒟(𝐺, 𝑖)| ≤ |𝒟(𝐺, 𝑖)| = 𝑑(𝐺, 𝑖), 
 کند. که نابرابری مورد نظر را ثابت می

 

,ℐ𝒟(𝐺شود که تحت چه شرایطی شمول اکنون این پرسش طبیعی مطرح می 𝑖) ⊆ 𝒟(𝐺, 𝑖)  به یک

 دهد.ی زیر پاسخی دقیق به این پرسش ارائه میشود. قضیهتساوی تبدیل می

 

 ، رابطه 𝑖و عدد صحیح  𝐺برای یک گراف ساده   2.3.1قضیه 

 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) = 𝑑(𝐺, 𝑖) 
 مستقل باشد برقرار است.  𝐺عضوی گراف -𝑖گر اگر و تنها اگر هر مجموعه احاطه

 

,𝑖𝑑(𝐺ابتدا فرض کنید  .اثبات 𝑖) = 𝑑(𝐺, 𝑖)ی قبل داریم . در این صورت، از قضیه 

 ℐ𝒟(𝐺, 𝑖) ⊆ 𝒟(𝐺, 𝑖)        |ℐ𝒟(𝐺, 𝑖)| = |𝒟(𝐺, 𝑖)|. 
 ها باید برابر باشند، یعنی بنابراین، این دو خانواده از مجموعه

 ℐ𝒟(𝐺, 𝑖) = 𝒟(𝐺, 𝑖). 
 عضوی الزاماً مستقل است.-𝑖گر در نتیجه، هر مجموعه احاطه

مستقل باشد. در این حالت، هر عضو  𝐺عضوی گراف -𝑖گر برعکس، فرض کنید هر مجموعه احاطه

,𝒟(𝐺از  𝑖) طور خودکار عضوی از بهℐ𝒟(𝐺, 𝑖)  است، و از سوی دیگر طبق تعریف داریم

ℐ𝒟(𝐺, 𝑖) ⊆ 𝒟(𝐺, 𝑖) پس . 

 ℐ𝒟(𝐺, 𝑖) = 𝒟(𝐺, 𝑖) 
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 و در نتیجه 

 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) = 𝑑(𝐺, 𝑖). 
 اثبات کامل شد. 

 

,𝑣1را در نظر بگیرید. این گراف دارای سه رأس  𝑃3گراف مسیر   3.3.1مثال  𝑣2, 𝑣3  و دو یال

𝑣1𝑣2  و𝑣2𝑣3  است. مجموعه{𝑣1, 𝑣2} عضوی برای -2گر یک مجموعه احاطه𝑃3  است، اما

عضوی این گراف -2گر مستقل های احاطهمجاورند. در مقابل، مجموعه 𝑣2و  𝑣1مستقل نیست، زیرا 

 محدودتر هستند.

 بنابراین، 

 𝑖𝑑(𝑃3, 2) < 𝑑(𝑃3, 2), 
 است.   strictدر این گراف نابرابری سخت  4.1ی و در نتیجه نابرابری قضیه

 هاهای خاص گرافبررسی تساوی ضرایب در رده 4.2

,𝑖𝑑(𝐺بخش، شرط تساوی در این زیر  𝑖) = 𝑑(𝐺, 𝑖) ها بررسی های کلاسیک گرافرا برای رده

ل طور خودکار مستقگر بهها هر مجموعه احاطهکنیم. هدف، شناسایی ساختارهایی است که در آنمی

 شود. به تساوی تبدیل می 4.1ی بوده و در نتیجه نابرابری قضیه

 داریم:  𝐾𝑛برای گراف کامل  1.4.1نتیجه 

 𝑖𝑑(𝐾𝑛, 𝑖) = {
𝑛, 𝑖 = 1,
0, 𝑖 ≥ 2,

 

 و همچنین 

 𝑑(𝐾𝑛, 𝑖) = (
𝑛
𝑖
) ,    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

ای با دو یا چند هر دو رأس متمایز مجاور هستند. بنابراین هیچ مجموعه، 𝑲𝒏 گراف کامل در .اثبات 

عضوی هستند. به همین های تکهای مستقل، مجموعهتواند مستقل باشد و تنها مجموعهرأس نمی

 دلیل: 

 𝑖𝑑(𝐾𝑛, 𝑖) = 0    ∀  𝑖 ≥ 2, 
,𝑖𝑑(𝐾𝑛و  1) = 𝑛گر مستقل است.طهتنهایی یک مجموعه احا، زیرا هر رأس به 

گر است، زیرا هر رأسی که یک مجموعه احاطه 𝐾𝑛های از سوی دیگر، هر مجموعه غیرتهی از رأس

-𝑖گر های احاطههای مجموعه مجاور است. بنابراین تعداد مجموعهدر مجموعه نباشد، با همهٔ رأس

 عضوی برابر است با: 

 𝑑(𝐾𝑛, 𝑖) = (
𝑛
𝑖
) ,    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

𝑖یجه نهایی این است که برای نت ≥ 2 ، 

 𝑖𝑑(𝐾𝑛, 𝑖) = 0 < (
𝑛
𝑖
) = 𝑑(𝐾𝑛, 𝑖), 

𝑖و برای  = 1 ، 
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 𝑖𝑑(𝐾𝑛, 1) = 𝑑(𝐾𝑛, 1) = 𝑛. 
 

 رأس داریم:  𝑛با  𝑷𝒏گراف مسیر برای   2.4.1مشاهده 

 𝑖𝑑(𝑃𝑛, 𝑖) = 𝑑(𝑃𝑛, 𝑖)    اگروتنهااگر𝑖 = 1, 

2و برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ابرابری سخت برقرار است، یعنی ن 

 𝑖𝑑(𝑃𝑛, 𝑖) < 𝑑(𝑃𝑛, 𝑖). 
 

,𝑣1های گرافی است با مجموعهٔ رأس 𝑃𝑛گراف مسیر  .اثبات  𝑣2, … , 𝑣𝑛 های و یال{𝑣𝑖𝑣𝑖+1|1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 − 1}. 

𝑖برای   = با دو رأس دیگر  گر است، زیرا هر رأس حداکثرتنهایی یک مجموعهٔ احاطه، هر رأس به1

عضوی کند. از سوی دیگر، هر مجموعهٔ تکمجاور است و انتخاب هر رأس تمام گراف را احاطه می

 طور بدیهی مستقل است. بنابراین: به

 𝑖𝑑(𝑃𝑛, 1) = 𝑑(𝑃𝑛, 1) = 𝑛. 
𝑖برای  = 𝑛گر، مجموعهٔ ، تنها مجموعهٔ احاطه𝑉(𝑃𝑛) سیر جا که در گراف ماست، اما از آن

 ها وجود دارد، این مجموعه مستقل نیست. در نتیجه: هایی میان رأسیال

 𝑖𝑑(𝑃𝑛, 𝑛) = ,𝑑(𝑃𝑛    و    0 𝑛) = 1. 

2اکنون فرض کنید  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − ای وجود عضوی-𝑖گر های احاطه. در این حالت، مجموعه1

گر احاطه هایجه، همهٔ مجموعههای مجاور هستند و بنابراین مستقل نیستند. در نتیدارند که شامل رأس

𝑖- :عضوی مستقل نیستند و داریم 

 𝑖𝑑(𝑃𝑛, 𝑖) < 𝑑(𝑃𝑛, 𝑖). 
 کند. این امر اثبات را کامل می

 داریم:  𝐶𝑛گراف دور برای  3.4.1مشاهده 

 𝑖𝑑(𝐶𝑛, 𝑖) ≤ 𝑑(𝐶𝑛, 𝑖),    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 
𝑖و تساوی تنها برای  =  ( برقرار است. 𝐶3کوچک )مثلاً  هاییا در برخی گراف 1

,𝑣1های شامل رأس 𝐶𝑛گراف دور  .اثبات 𝑣2, … , 𝑣𝑛 های با یال𝑣𝑖𝑣𝑖+1  و(𝑣𝑛𝑣1.است ) 

توانند همزمان در گر مستقل محدود هستند، زیرا دو رأس مجاور نمیهای احاطهمجموعه

ور های مجاگر شامل رأسهای احاطهها، برخی مجموعهتر اندازهمجموعه باشند. بنابراین، برای بیش

 خواهند بود و مستقل نیستند، پس: 

 𝑖𝑑(𝐶𝑛, 𝑖) < 𝑑(𝐶𝑛, 𝑖),    1 < 𝑖 < 𝑛. 
𝑖برای  =  گر، پس: ، هر رأس تنها هم مستقل است و هم احاطه1

 𝑖𝑑(𝐶𝑛, 1) = 𝑑(𝐶𝑛, 1) = 𝑛. 
 گر مستقل وجود ندارد، بنابراین تفاوت واضح است. عضوی احاطه های دونیز مجموعه 𝐶3برای 
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 رأس برگ داریم:  𝑛با یک رأس مرکزی و  𝑲𝟏,𝒏گراف ستاره برای  4.4.1 نتیجه 

 𝑖𝑑(𝐾1,𝑛, 𝑖) = {
𝑛 + 1, 𝑖 = 1,
0, 𝑖 ≥ 2,

 

 گر: ای احاطهو برای چندجمله

 𝑑(𝐾1,𝑛, 𝑖) > 1برایهر    0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1. 

,𝑖𝑑(𝐾1,𝑛یجه، تساوی در نت 𝑖) = 𝑑(𝐾1,𝑛, 𝑖)  تنها برای𝑖 =  برقرار است.  1

 

رأس برگ است که هر برگ تنها با رأس  𝑛و  𝑣شامل یک رأس مرکزی  𝐾1,𝑛گراف ستاره  .اثبات

 مرکزی مجاور است.

ها مجاور تمام برگجا که رأس مرکزی با کنیم. از آنگر مستقل را بررسی میهای احاطهابتدا مجموعه

تواند مستقل باشد. بنابراین، تنها ای که شامل بیش از یک رأس باشد نمیاست، هیچ مجموعه

 عضوی هستند.های تکهای مستقل ممکن، مجموعهمجموعه

گر است، زیرا تنهایی یک مجموعهٔ احاطهها( بههر رأس منفرد )چه رأس مرکزی و چه هر یک از برگ

 نماید. در نتیجه: کند و هر برگ نیز رأس مرکزی را احاطه میها را احاطه میگرأس مرکزی تمام بر 

 𝑖𝑑(𝐾1,𝑛, 1) = 𝑛 + ,𝑖𝑑(𝐾1,𝑛    و    1 𝑖) = 𝑖برای  0 ≥ 2. 

 ای که شامل رأسگیریم. هر مجموعهگر را بدون قید استقلال در نظر میهای احاطهاکنون مجموعه

ر گها نیز یک مجموعهٔ احاطهاست و همچنین مجموعهٔ تمام برگ گرمرکزی باشد یک مجموعهٔ احاطه

1رو، برای هر اندازه است. ازاین ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 +  عضوی وجود دارد و بنابراین: -𝑖گر ، مجموعهٔ احاطه1

 𝑑(𝐾1,𝑛, 𝑖) > 0. 
𝑖پس تنها در حالت  = 𝑖تساوی برقرار است و برای همهٔ  1 ≥  نابرابری سخت داریم:  2

  

𝑖𝑑(𝐾1,𝑛, 𝑖) < 𝑑(𝐾1,𝑛, 𝑖). 

 های خاصها روی گرافاینتایج تحلیل چندجمله 4.3

اص های خگر مستقل روی گرافای احاطهگر و چندجملهای احاطهدر این بخش، به بررسی چندجمله 

,𝐷(𝐺پردازیم. هدف این است که روابط بین می 𝑥)  و𝐷𝑖(𝐺, 𝑥) های مسیر را برای گراف𝑃𝑛 ، گراف

ها، الگوهای شمارشی، تحلیل کنیم. با مطالعه این گراف 𝐾𝑛و گراف کامل  𝐾1,𝑛، گراف ستاره 𝐶𝑛دور 

ها شوند. این بررسیای آشکار میهای ساختاری دو چندجملهشرایط برابری ضرایب، و تفاوت

,𝑑(𝐺های عینی و مقایسه مستقیم ضرایب همچنین امکان ارائه مثال 𝑖)  و𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) آورد.را فراهم می 

 

,𝐷(𝑃𝑛گر ای احاطه، چندجمله𝑃𝑛برای گراف مسیر  )گراف مسیر(:  4.3.2مشاهده   𝑥)  و

,𝐷𝑖(𝑃𝑛گر مستقل ای احاطهچندجمله 𝑥) شوند: هرگاه طبق روابط بازگشتی زیر تعریف می
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𝐷(𝑃1, 𝑥) = 𝑥  و𝐷(𝑃2, 𝑥) = 2𝑥 + 𝑥
𝑛مقادیر اولیه آن باشند، در این صورت برای  .2 ≥

3 ، 

 𝐷(𝑃𝑛, 𝑥) = 𝑥𝐷(𝑃𝑛−1, 𝑥) + 𝑥𝐷(𝑃𝑛−2, 𝑥), 
گر مستقل مسیر به صورت بازگشتی هرگاه با مقادیر اولیه ای احاطههمچنین بریا چندجمله

𝐷𝑖(𝑃1, 𝑥) = 𝑥 ،𝐷𝑖(𝑃2, 𝑥) = 2𝑥  و𝐷𝑖(𝑃3, 𝑥) = 𝑥 + 𝑥
باشند، در این صورت برای  2

𝑛 ≥  ، داریم: 4

 𝐷𝑖(𝑃𝑛, 𝑥) = 𝑥𝐷𝑖(𝑃𝑛−2, 𝑥) + 𝑥𝐷𝑖(𝑃𝑛−3, 𝑥). 
 

توان از رابطه بازگشتی مسیرها استفاده کرد و به ، می𝐶𝑛برای گراف دور  )گراف دور(:  4.3.3گزاره  

 سیر کاهش داد. به طور دقیق داریم: ای مکمک روش حذف یک رأس یا یک یال به چندجمله

 𝐷(𝐶𝑛, 𝑥) = 𝐷(𝑃𝑛−1, 𝑥) + 𝑥𝐷(𝑃𝑛−3, 𝑥),    𝑛 ≥ 4, 
 

 𝐷𝑖(𝐶𝑛, 𝑥) = 𝐷𝑖(𝑃𝑛−1, 𝑥) + 𝑥𝐷𝑖(𝑃𝑛−4, 𝑥),    𝑛 ≥ 5. 
 

آن رأس برگ است. برای  𝑛گراف ستاره دارای یک رأس مرکزی و  )گراف ستاره(:  5.3.3گزاره  

 داریم: 

 𝐷(𝐾1,𝑛, 𝑥) = 𝑥(1 + 𝑥)
𝑛 + 𝑥𝑛, 

 

 𝐷𝑖(𝐾1,𝑛, 𝑥) = 𝑥
𝑛 + 𝑥, 

 ها هستند یا رأس مرکزی به تنهایی.گر، یا مجموعه برگهای مستقل احاطهزیرا تنها مجموعه

 

 ن: ، هر دو رأس متمایز مجاورند. بنابرای𝐾𝑛برای گراف کامل  )گراف کامل(:  6.3.3نتیجه 

 𝐷(𝐾𝑛, 𝑥) = (1 + 𝑥)
𝑛 − 1, 

 

 𝐷𝑖(𝐾𝑛, 𝑥) = 𝑛𝑥, 
𝑖عضوی با -𝑖گر چرا که هیچ مجموعه مستقل احاطه ≥ های وجود ندارد و تنها مجموعه 2

 گر هستند. عضوی هر رأس، هم مستقل و هم احاطهتک

 . نتایج تحلیلی درباره اختلاف ضرایب5

گر مستقل همواره کمتر یا مساوی ضرایب ای احاطهندجملهدر بخش قبل نشان دادیم که ضرایب چ

زان تفاوت تنهایی میگر هستند. این نابرابری، اگرچه بنیادین است، اما بهای احاطهمتناظر در چندجمله

 سازد.ای را آشکار نمیمیان این دو چندجمله

ای را معرفی کرده و در این بخش، با هدف بررسی کمی این تفاوت، اختلاف ضرایب دو چندجمله  

أثیر قید استقلال تر تکنیم. این رویکرد امکان مقایسه دقیقهای مختلف تحلیل میرفتار آن را برای گراف
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تر نسبت به رابطهٔ میان این دو آورد و دیدگاهی عمیقگر را فراهم میهای احاطهبر ساختار مجموعه

 دهد.مفهوم ارائه می

گر و ای احاطه، اختلاف ضرایب دو چندجمله𝑖د صحیح و هر عد 𝐺برای هر گراف ساده 

 صورت گر مستقل را بهاحاطه

 Δ𝐺(𝑖):= 𝑑(𝐺, 𝑖) − 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) 
 کنیم. تعریف می

.داریم  𝑖و هر  𝐺برای هر گراف ساده  5.1نتیجه  𝛥𝐺(𝑖) ≥ 0  

  

.، 𝑖و هر عدد صحیح  𝐺برای هر گراف ساده  5.2قضیه  𝛥𝐺(𝑖) = و تنها اگر هر مجموعه  اگر 0

 مستقل باشد. 𝐺عضوی گراف -𝑖گر احاطه

  

.عضوی غیرمستقل باشد، آنگاه -𝑖گر دارای مجموعه احاطه 𝐺اگر گراف  5.3مشاهده  𝛥𝐺(𝑖) > 0  

 

های مانند گراف شدت به ساختار گراف وابسته است. در گرافبه 𝛥𝐺(𝑖)رفتار کمیت  5.4ملاحظه 

که در  تر است، در حالیتر بوده و اختلاف ضرایب بزرگ، شرط استقلال محدودکنندهکامل یا ستاره

 تر است. های مانند مسیرها و دورها، این اختلاف معمولاً کوچکگراف

  

2رأس باشد و  𝑛یک گراف ساده با  𝐺فرض کنید  5.5قضیه  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 آنگاه .. 𝛥𝐺(𝑖) ≤ (
𝑛
𝑖
) 

 باشد.  𝐾𝑛گراف کامل  𝐺ه و تساوی زمانی برقرار است ک

 بر اساس تعریف، داریم  .اثبات

 Δ𝐺(𝑖) = 𝑑(𝐺, 𝑖) − 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖). 
.گر است، همواره گر مستقل، یک مجموعه احاطهجا که هر مجموعه احاطهاز آن 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) ≥ 0 

 و بنابراین

. Δ𝐺(𝑖) ≤ 𝑑(𝐺, 𝑖) 
رأس حداکثر برابر با تعداد  𝑛ی هر گراف ساده با عضو -𝑖گر های احاطهاز سوی دیگر، تعداد مجموعه

 عضوی مجموعهٔ رئوس است، یعنی -𝑖های کل زیرمجموعه

 𝑑(𝐺, 𝑖) ≤ (
𝑛
𝑖
). 

 پس 

 Δ𝐺(𝑖) ≤ (
𝑛
𝑖
). 

𝐺اکنون اگر  = 𝐾𝑛  باشد، طبق نتایج بخش قبل داریم 

 𝑖𝑑(𝐾𝑛, 𝑖) = 𝑖  برای    0 ≥ 2, 
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 و 

 𝑑(𝐾𝑛, 𝑖) = (
𝑛
𝑖
). 

 در نتیجه 

 Δ𝐾𝑛(𝑖) = (
𝑛
𝑖
), 

 شود.و کران بالا حاصل می

 داشته باشیم  𝐺برعکس، اگر برای گرافی 

 Δ𝐺(𝑖) = (
𝑛
𝑖
), 

 آنگاه باید همزمان 

 𝑑(𝐺, 𝑖) = (
𝑛
𝑖
) ,𝑖𝑑(𝐺    و     𝑖) = 0 

گر س یک مجموعه احاطهعضوی از رئو -𝑖کند که هر زیرمجموعه برقرار باشد. شرط اول ایجاب می

𝐺باشد، که تنها در صورت کامل بودن گراف ممکن است. بنابراین  ≅ 𝐾𝑛 شود. و اثبات کامل می 

 . نتایج6

.، داریم 𝑖و هر اندازه  𝐺برای هر گراف ساده  نابرابری بنیادین ضرایب:.  1      𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) ≤

𝑑(𝐺, 𝑖) گر است.های احاطهش تعداد مجموعهدهنده تأثیر قید استقلال بر کاهکه نشان 

.تساوی  شرط تساوی:.  2    𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) = 𝑑(𝐺, 𝑖) گر برقرار است اگر و تنها اگر هر مجموعه احاطه

𝑖-.عضوی مستقل باشد 

 های کامل نشان داد که:  ها و گرافمطالعه مسیرها، دورها، ستاره های خاص:تحلیل گراف.  3

 کامل، اختلاف ضرایب بیشتر است. های مانند گراف در گراف -

دهد و اختلاف در های حداقل و حداکثر رخ میمانند مسیرها، تساوی در اندازه های در گراف -    

 شود. های میانی مشاهده میاندازه

Δ𝐺(𝑖)اختلاف ضرایب  الگوهای ساختاری:.  4     = 𝑑(𝐺, 𝑖) − 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖)  به طور مستقیم با

تواند به عنوان معیاری برای حساسیت گراف نسبت به قید م گراف مرتبط است و میساختار و تراک

 استقلال استفاده شود.

گر مستقل گر و احاطهای احاطهبرای مسیرها و دورها روابط بازگشتی چندجمله روابط بازگشتی:.  5   

 آورد. می ارائه شد، که امکان محاسبهٔ سریع ضرایب و بررسی الگوهای شمارشی را فراهم

 

,𝑖𝑑(𝐺گر مستقل ای احاطهبه عنوان نتایج اصلی در جدول زیر ضرایب چندجمله 𝑖)  و

 گر گراف ها بررسی شده است. ای احاطهچندجمله

 گر مسستقل.گر و احاطهای احاطه: مقایسه ضرایب چندجمله1جدول
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,𝒊 𝑖𝑑(𝐺اندازه مجموعه     𝑮گراف         𝑖) 𝑑(𝐺, 𝑖) 

𝐾𝑛 𝑖کامل       = 1 𝑛 𝑛 

2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 0 (
𝑛
𝑖
) 

𝑃𝑛 𝑖مسیر         = 1 𝑛 𝑛 

1 < 𝑖 < 𝑛 < 𝑑(𝑃𝑛, 𝑖) 𝑑(𝑃𝑛, 𝑖) > 0 

𝑖 = 𝑛 1 1  

𝐶𝑛 𝑖دور         = 1 𝑛 𝑛 

1 < 𝑖 < 𝑛 < 𝑑(𝐶𝑛, 𝑖) 𝑑(𝐶𝑛, 𝑖) > 0 

𝑖 = 𝑛 0   برای(𝑛 > 3) 1 

𝐾1,𝑛 𝑖ستاره       = 1 𝑛 + 1 𝑛 + 1 

2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1 0 𝑑(𝐾1,𝑛, 𝑖) > 0 

 

تنها  𝐾1,𝑛و ستاره  𝐾𝑛های کامل شود، برای گرافمشاهده می 1طور که در جدول همان   

𝑖گر و هم مستقل هستند و بنابراین برای عضوی هم احاطههای تکمجموعه = تساوی برقرار است،  1

𝑖اما برای  ≥ گر مستقل شده و نابرابری سخت های احاطهکاهش تعداد مجموعه شرط استقلال باعث 2

تر مستقل نیستند و به همین گر بزرگهای احاطه، برخی از مجموعه𝐶𝑛و دور  𝑃𝑛دهد. در مسیر رخ می

,𝑖𝑑(𝐺دلیل  𝑖) < 𝑑(𝐺, 𝑖)  برای برخی𝑖 های حداقل و برقرار است، با این حال، مجموعه

رئوس گراف در موارد خاص تساوی دارند. بنابراین، شرط استقلال نقش  های تماممجموعه

گر دارد و ای احاطهگر مستقل نسبت به چندجملهای احاطهای در کاهش ضرایب چندجملهکنندهتعیین

 دهد.ای ما را تشکیل میها اساس تحلیل مقایسهبررسی این تفاوت

,𝐾3ای گراف های ای ضرایب چندجملهجدول مقایسه 𝐾1,3, 𝐶4, 𝑃3 به صورت زیر ترتیب .

 گردیده است. 

,𝑑(𝐺: مقایسه ضرایب 2جدول 𝑖)  و𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) برای چند گراف کوچک 

,𝐺 𝑖 𝑑(𝐺گراف  𝑖) 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) توضیح کوتاه 

𝑃3 1 3 3 

تنهایی هر رأس به

گر مستقل و احاطه

 است

𝑃3 2 2 1 

یکی از 

 2های مجموعه

وی مستقل عض

 نیست
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𝑃3 3 1 0 

مجموعه سه 

عضوی غیرمستقل 

 است

𝐶4 2 4 2 

 2فقط دو مجموعه 

عضوی مستقل 

 هستند

𝐶4 3 4 0 

مجموعه سه 

عضوی مستقل 

 ندارد

𝐶4 4 1 0 

مجموعه چهار 

عضوی مستقل 

 ندارد

𝐾1,3 1 4 1 
رأس مرکزی یا 

 گرها احاطهبرگ

𝐾1,3 2 6 0 

عه دو هیچ مجمو 

عضوی مستقل 

 گر نیستاحاطه

𝐾3 1 3 3 

های فقط مجموعه

عضوی مستقل تک

 هستند

𝐾3 2 3 0 

هر مجموعه دو 

عضوی غیرمستقل 

 است

𝐾3 3 1 0 

مجموعه سه 

عضوی مستقل 

 ندارد

   

,𝑑(𝐺، مقادیر 2در جدول     𝑖)  و𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) ده برای چند رده مهم گراف ارائه شده است. مشاه

، گر وجود دارندعضوی مستقل و احاطههای تکهای کامل و ستاره، تنها مجموعهشود که در گرافمی

,𝑖𝑑(𝐺بنابراین  𝑖) = 𝑖برای  0 ≥ تر نیز یافت های مستقل بزرگ. در مسیرها و دورها، مجموعه2

,𝑖𝑑(𝐺شوند، اما همواره رابطه می 𝑖) ≤ 𝑑(𝐺, 𝑖) دهد که تفاوت برقرار است. این جدول نشان می
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 strictتواند نامساوی سختای بسته به ساختار گراف متفاوت است و نابرابری میمیان دو چندجمله

 باشد. 

 . بحث7

ای ای از چندجملهگر مستقل زیرمجموعهای احاطهدهد که هر چندجملهآمده نشان میدستنتایج به 

,𝐷(𝐺 یا مساوی ضرایب طور کلی کمترگر است و به همین دلیل ضرایب آن بهاحاطه 𝑥)  هستند. این

های کامل و ستاره( آشکار است، های مجاور زیاد )مانند گرافهای دارای رأسویژه در گرافتفاوت به

سیرها شود. در مگر مستقل میهای احاطهجایی که قید استقلال باعث کاهش چشمگیر تعداد مجموعه

,𝐷(𝐺و دورها، اختلاف بین  𝑥)  و𝐷𝑖(𝐺, 𝑥) شود، ها بیشتر دیده میهای میانی مجموعهبرای اندازه

 گر است.های مستقل احاطهدهنده تأثیر ساختار گراف بر امکان تشکیل مجموعهکه نشان

ای ملههای قبلی بیشتر به تحلیل جداگانه هر چندجدهد که بررسیمقایسه با مطالعات پیشین نشان می  

,𝐷(𝐺مند میان ای و نظامحلیل مقایسهمحدود بوده و پژوهش حاضر، ت 𝑥)  و𝐷𝑖(𝐺, 𝑥)  را ارائه

را  ایدهد. این رویکرد امکان شناسایی الگوهای شمارشی و روابط جبری بین این دو چندجملهمی

 کند.گر ارائه میهای احاطهآورد و درک بهتری از تأثیر قید استقلال بر ساختار مجموعهفراهم می

سازی دارند، زیرا شناسایی ها و بهینهرزش نظری، این نتایج کاربردهایی در شبکهعلاوه بر ا  

ید باشد. ها مفها و تحلیل حساسیت شبکهتواند در طراحی الگوریتمگر میهای مستقل احاطهمجموعه

های های خاص گراف و عدم بررسی گرافهای مطالعه شامل تمرکز بر کلاسبا وجود این، محدودیت

 ا تصادفی است.بزرگ ی

 

 گیری.نتیجه 8

,𝐷(𝐺گر ای احاطهای میان چندجملهدر این مقاله، رابطه مقایسه  𝑥) گر مستقل ای احاطهو چندجمله

𝐷𝑖(𝐺, 𝑥)  مورد بررسی قرار گرفت. نشان داده شد که برای هر گراف ساده𝐺  و هر𝑖 نابرابری بنیادین ، 

 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) ≤ 𝑑(𝐺, 𝑖) 
د. با صورت دقیق مشخص گردیقرار است و شرط لازم و کافی برای تساوی این دو کمیت بههمواره بر 

Δ𝐺(𝑖)معرفی اختلاف ضرایب  = 𝑑(𝐺, 𝑖) − 𝑖𝑑(𝐺, 𝑖) امکان تحلیل کمی تأثیر قید استقلال بر ،

گر فراهم شد و نشان داده شد که این اختلاف به ساختار گراف وابستگی های احاطهشمارش مجموعه

عنوان حالتی بیشینه، بیشترین اختلاف ممکن میان ضرایب دو ویژه، گراف کامل بهستقیم دارد. بهم

 کند.ای را ایجاد میچندجمله

های کامل نشان داد که اختلاف ضرایب ها و گرافهای مانند مسیرها، دورها، ستارهبررسی گراف

کند. این تری ایفا میکنندهنقش تعیینهای چگال، قید استقلال محدودتر است، در حالی که در گراف
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 گر مستقل ابزاری حساس به ساختار گراف بوده و اطلاعاتای احاطهنتایج بیانگر آن است که چندجمله

 دهد.گر ارائه میای احاطهتری نسبت به چندجملهترکیبی دقیق

ها تر گرافهای خاصدهدر ر  Δ𝐺(𝑖)بررسی رفتار اختلاف ضرایب  آینده. تحقیقاتپیشنهاد برای  

ای های دو چندجملههای منتظم، مطالعهٔ ریشههای تصادفی یا گرافای، گرافهای صفحهمانند گراف

گری ههای دیگر احاطها با پارامترهای ساختاری گراف، و نیز تعمیم این رویکرد به گونهو ارتباط آن

 اشد.تواند مسیرهای پژوهشی مناسبی برای مطالعات آینده بمی

 خذآ م .9

ها. رساله دکترا، دانشکده گر گراف(. پایداری برخی از انواع اعداد احاطه1404مهربان، مظهرالدین. ) 
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